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S をスキーム，G を S の上の群スキーム，H を G が作用する S の上の可換群スキームとする．G
の H による拡大の同値類の群 Ext1S(G,H) を決定すること，あるいは，G と H が線型的である場合に
Ext1S(G,H) の部分群である Hochschild cohomology 群 H2(G,H) を決定すること，さらに，G が可換
で G の H の上への作用が自明である場合に H2(G,H) の部分群である対称 Hochschild cohomology 群
H20 (G,H) を決定することは群スキームの理論の中でも重要な問題である．S = Spec K（K は体）の上に
おける群スキームの拡大の研究については，Serre や Demazure-Gabriel の名前が挙げられる．Serre は代
数閉体上におけるアーベル多様体の代数群の可換な拡大，あるいは基本的な代数群同士の可換な拡大につ
いて成果をあげた．Demazure-Gabrielは一般の体の上において考え，その仕事を完全に成し遂げた．そこ
では，例えば，加法群スキーム Ga の乗法群スキーム Gm による拡大は自明なものに限ることが示されて
いる．
このような研究を一般の環 A の上で展開することは自然な試みである．実際，Fp 代数上における
Sekiguchi-Suwa の結果がある．そこでは，一般に H2(Ga,A,Gm,A) = 0 とは限らないことが注意され，
H20 (Ga,A,Gm,A) の構造が解明された．これで，A が Fp 代数であるとき，Ga,A の Gm,A による可換な拡
大が決定された訳であるが，非可換な拡大については一つ例が示されているだけで，それ以降非可換な拡
大の研究は手付かずであった．
これを受けて筆者は Fp 代数上において Ga の Gm による非可換な拡大について研究し，その具体的な
記述を与えた．したがって，A が Fp 代数であるときに，非可換な拡大も含めて Ga の Gm による，あるい
は Ĝa の Ĝm による拡大をすべて決定したことになる．論文の第一部においてこれらの議論が展開される．
さらに，この結果の一般化として，Fp 代数上の Ĝa の Ĝ(M) による非可換な拡大について研究し，その
具体的な記述を与えた．論文の第二部においてこれらの議論が展開される．
ここで，G(M) とは，Sekiguchi-Oort-Suwaおよび Waterhouse によって独立に発見された Kummer 理
論と Artin-Schreier 理論を統合する理論を記述する際に用いられている群スキームである．それは次のよ
うに定義される：A を環，M ∈ A とする．このとき，
G(M) = Spec A[T, 1/(1 + MT )]
は，演算： x · y = x+ y +Mxy，単位元：0，逆元：x−1 = −x/(1 +Mx) によって群スキームになる．も
し，M が A の可逆元ならば G(M) は Gm と同型になり，もし M = 0 ならば G(M) は Ga に他ならない．
以下，作用が自明な場合について議論を行う．
1. On non-commutative extensions of Ga by Gm over an Fp-algebra.
記号 1.1. p を素数，A を Fp 代数，W (A) を A に成分を持つWitt vector のなす環，F : W (A)→W (A)
を Frobenius 準同型とする．また，
Ep(T ) = exp
( ∞∑
r=0
T p
r
pr
)
∈ Z(p)[[T ]]　　 ：Artin-Hasse exponential series
とし，a ∈ W (A) に対して，Ep(a;T ) =
∏
r≥0
Ep(arT p
r
) とおく．
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1.2. 次の観察から始める：
F (T ) ∈ HomA−gr(Ĝa,A, Ĝm,A), G(X,Y ) ∈ Z2(Ĝa,A, Ĝa,A) ⇒ F (G(X,Y )) ∈ Z2(Ĝa,A, Ĝm,A).
例えば，a = (ar)r≥0 ∈ Ker[F : W (A)→W (A)] に対して，
Ep(a;T ) =
∏
r≥0
Ep(arT p
r
) =
∏
r≥0
[p−1∑
i=0
(arT p
r
)i
i!
]
∈ HomA−gr(Ĝa,A, Ĝm,A),
さらに，
XY p
r ∈ Z2(Ga,A,Ga,A) ⊂ Z2(Ĝa,A, Ĝa,A)　　　 (r > 0)
なので，
Ep(a;XY p
r
) ∈ Z2(Ĝa,A, Ĝm,A).
逆に，Ĝm,A に係数を持つ Ĝa,A の非対称な 2-cocycle は全て上記の方法で得られる．実際，以下の定理
が成り立つ．
定理 1.3. A を Fp 代数とする．このとき，対応 (ar)r≥1 →
∏
r≥1 Ep(ar;XY
pr ) によって定義される群の
準同型
ξ :
(
Ker[F : W (A)→ W (A)])N → H2(Ĝa,A, Ĝm,A)/H20 (Ĝa,A, Ĝm,A),
ξ :
(
Ker[F : Ŵ (A)→ Ŵ (A)])(N) → H2(Ga,A,Gm,A)/H20 (Ga,A,Gm,A)
は同型である．
この記述を得るために鍵となる３つの事項を引用する．
Demazure-Gabrielによって，A が体の場合に H2(Ga,A,Ga,A) の具体的な記述が与えられている．この
証明を追ってみると，A が Fp 代数であっても同じ結果が得られることが分かる：
(A) A を Fp 代数とする．P (X,Y ) ∈ Z2(Ga,A,Ga,A) であるとき，P (X,Y ) は，
∑
r≥1
ar
(X + Y )p
r −Xpr − Y pr
p
+
∑
0≤i<j
bijX
piY p
j
,　　 ar, bij ∈ A
の形の 2-cocycle に cohomologous である．
(B) Ĝa,A の Ĝm,A による可換な 2-cocycle が，Sekiguchi-Suwa によって次のように記述されている：
A を Fp 代数とする．このとき，対応 a → Fp(a;X,Y ) は群の同型
Coker[F : Ŵ (A)→ Ŵ (A)] ∼→ H20 (Ga,A,Gm,A),
Coker[F : W (A)→W (A)] ∼→ H20 (Ĝa,A, Ĝm,A)
を誘導する．ここで，U = (U0, U1, U2, . . . ) に対して形式的巾級数 Fp(U ;X,Y ) ∈ Z(p)[U ][[X,Y ]] を
Fp(U ;X,Y ) =
∏
r≥0
Fp(Ur;Xp
r
, Y p
r
),　　 Fp(U ;X,Y ) = exp
(∑
i≥1
Up
i−1 Xp
i
+ Y p
i − (X + Y )pi
pi
)
によって定義する．
さらに，上の結果を得る際，次のような事実が得られている：
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(C) A を Fp 代数とする．このとき，G(X,Y ) ∈ Z20(Ga,A,Ga,A) で G(X,Y ) が次数 l の斉次多項式であ
るとき，
F (X,Y ) ≡ 1 + G(X,Y ) mod deg(l + 1)
をみたす F (X,Y ) ∈ Z20 (Ga,A,Gm,A) が存在する．
この３つの事項を用いて，F (X,Y ) ∈ Z2(Ĝa,A, Ĝm,A) を未定係数法を用いて，具体的に記述を行う．実
際，以下のような操作を行う：
Step 1.　
F (X,Y ) ≡ 1 + H(X,Y ) mod deg(l + 1)
とおく．ただし，H(X,Y ) は l 次斉次多項式とする．
Step 2.　
F (X,Y )F (X + Y, Z) = F (X,Y + Z)F (Y, Z)
が成り立つので，H(X,Y ) ∈ Z2(Ga,A,Ga,A) であることが従う．(A) より，H(X,Y ) の形が決定される．
ここで，H(X,Y ) に含まれる可換な条件を満たす項を H˜(X,Y ) ∈ Z20(Ga,A,Ga,A) とおく．
Step 3. (C) より，
F˜ (X,Y ) ≡ 1 + H˜(X,Y ) mod deg(l + 1)
となる F˜ (X,Y ) ∈ Z20(Ga,A,Gm,A) が存在する．
Step 4. F (X,Y )F˜ (X,Y )−1 mod deg(l+1)を計算し，F (X,Y )F˜ (X,Y )−1 を F (X,Y )と置き換え，Step
1 に戻る．
ここで最も重要なのは，Step 2 で H(X,Y ) の形を決定する際，次数が pi + pj (i < j) の形の項を含む
場合である．ここで注目すべき点は２つである．
� XY p
i−1Zp
j
の項の係数を比較すると、左辺での寄与は (X+Y )p
i
Zp
j
，右辺での寄与は X(Y +Z)p
i+pj−1
による．だが、左辺の係数は 0 なので，X(Y + Z)p
i+pj−1 の係数が 0 であることが従う．
� bijXp
i
Y p
j
の形の項を含むことが分かる．ここで，係数 bij が b
p
ij = 0 となることが重要なポイントで
ある．
定理 1.3 と (B) の結果を合わせて次の結論を得る：
系 1.4. A を Fp 代数，P (X,Y ) ∈ Z2(Ĝa,A, Ĝm,A) とする．このとき，P (X,Y ) は，
Fp(b;X,Y )
∏
r≥1
Ep(ar;XY p
r
),　　b ∈W (A), (ar)r≥1 ∈
(
Ker[F : W (A)→W (A)])N
の形の 2-cocycle に cohomologous である．
2. On non-commutative extensions of Ĝa by Ĝ(M) over an Fp-algebra.
記号 2.1. p を素数，A を Fp[M ] 代数，W (M)(A) を A に成分を持つ Witt vector の変形のなす環，
F (M) : W (M)(A)→W (M) を Frobenius 準同型とする．また，U = (Ur)r≥0 に対して
E(M)p (U ;T ) =
1
M
[Ep(α(M)U ;T )− 1]
=
1
M
[
exp
( ∞∑
r=0
Φr(MU0,MU1, . . . ,MUr)
pr
T p
r
)
− 1
]
∈ Z(p)[M,U0, U1, U2, . . . ][[T ]]
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とし，A 準同型 α(M)A : G(M)A → Gm,A を U → 1 + MT : A[U, 1/U ] → A[T, 1/(1 + MT )] によって定義
する．
2.2. 形式群スキームの分裂する完全列
0→ Ĝ(M)A →
(∏
B/A
Ĝm,A
)
→ ĜM,A → 0
と群スキームの分裂する完全列
0→W (M) →
∏
B/A
WB →WA → 0
が成り立つことにより決定される．ただし，A = Z[M ], B = A[t]/(t2 −Mt)，∏B/A は Weil restriction
functor とする．
さらに，分裂する完全列によって成される可換図式
0 −→ W (M)(A) −→ W (B) −→ W (A) −→ 0⏐⏐ξ(M)r,A ⏐⏐ξr,B ⏐⏐ξr,A
0 −→ Z2(Ĝa,A, Ĝ(M)A ) −→ Z2(Ĝa,B, Ĝm,B) −→ Z2(Ĝa,A, Ĝm,A) −→ 0,
が定理 1.3 から誘導される．この可換図式により，以下の結論を得る．
定理 2.3. A を Fp 代数とする．このとき，対応 (ar)r≥1 →
∏(M)
r≥1 E
(M)
p (ar;XY p
r
) によって定義される
群の準同型
(
Ker[F (M) : W (M)(A)→W (M)(A)])N ∼→ H2(Ĝa,A, Ĝ(M)A )/H20 (Ĝa,A, Ĝ(M)A ),(
Ker[F (M) : Ŵ (M)(A)→ Ŵ (M)(A)])(N) ∼→ H2(Ga,A,G(M)A )/H20 (Ga,A,G(M)A )
は同型である．ここで，
∏(M) は Ĝ(M)(A) または G(M)(A) の乗法に対する積を表す．
2.4. Ĝa,A の Ĝ(M)A による可換な 2-cocycle が，Sekiguchi-Suwa によって次のように記述されている：
A を Fp[M ] 代数とする．このとき，対応 a → F (M)p (a;X,Y ) は群の同型
Coker[F (M) : W (M)(A)→W (M)(A)] ∼→ H20 (Ĝa,A, Ĝ(M)A ),
Coker[F (M) : Ŵ (M)(A)→ Ŵ (M)(A)] ∼→ H20 (Ga,A,G(M)A )
を誘導する．ここで，U = (U0, U1, U2, . . . ) に対して形式的巾級数 F
(M)
p (U ;X,Y ) ∈ Z(p)[M,U ][[X,Y ]]
を
F (M)p (U ;X,Y ) =
1
M
[Fp(α(M)U ;X,Y )− 1]
によって定義する．
定理 2.3 とこの結果を合わせて次の結論を得る：
系 2.5. A を Fp[M ] 代数，P (X,Y ) ∈ Z2(Ĝa,A, Ĝ(M)A ) とする．このとき，P (X,Y ) は，
F (M)p (b;X,Y ) +
∏
r≥1
(M)
E(M)p (ar;XY
pr) + MF (M)p (b;X,Y )
[∏
r≥1
(M)
E(M)p (ar;XY
pr )
]
の形の 2-cocycle に cohomologous である．ただし，b ∈ W (M)(A), (ar)r≥1 ∈ (Ker[F (M) : W (M)(A) →
W (M)(A)])N．
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